Fimmta frumsetningin og upphaf 6evklidskrar rimfradi

Hinar fimm ramfradilegu frumsetningar i Frumpattum Evklios eru:

1. Fra hvada punkti sem er ma draga beina linu i hvada punkt sem er.
. Strik af endanlegri lengd ma framlengja i beina linu.

3. Haegt er ad draga hring med hvada fjarleegd sem er fyrir radius og hvada punkt
sem er fyrir midju.

4. Oll rétt horn eru jafn stor.

5. Ef strik sker tveer linur og innri hornin 4 adra hlid pess eru samtals minni en tvo
rétt horn pa skerast linurnar tveer peim megin vid strikid ef paer eru framlengdar
6takmarkad.

St fimmta sker sig Gr pvi hun er langtum lengri og floknari en hinar. Ef hiin er

heimfaerd upp 4 myndina hér fyrir nedan pydir hin ad ef A + B < 180° pa skerist
linurnar p og q hagra megin vid strikid n ef peaer eru framlengdar noégu langt.
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bessi frumsetning er engan veginn eins augljos og hinar fjorar. Hvad ef A + B eru
naestum 180° en ekki alveg, pa geeti skurdpunktur linanna verid i trilljon kilometra
farleegd. Hvad ef alheimurinn er ekki svo stor? Og hvad ef geimurinn er med
einhverjum peim 6skopum ad fjarlegd milli samsida lina eykst eda minnkar a
einhverjum st6dum i honum?

Ekki vitum vid hvort svona efasemdir séttu a Evklid. En af einhverjum astadum
frestadi hann pvi i lengstu 16g ad nota fimmtu frumsetninguna og 28 fyrstu setningar
Frumpattanna eru sannadar an pess ad hin komi vid sogu pott sumar peirra hefoi
verid audveldara ad sanna med pvi ad nota hana.

Engar heimildir eru um ad fornir sterdfredingar hafi efast um ad fimmta
frumsetningin sé sonn. Hins vegar efudust ymsir um ad hun #tti ad vera frumsetning
og reyndu ad leida hana af hinum fjérum eda af peim og 60rum amota einfoldum og
augljosum forsendum. Ein merkileg tilraun i pessa veru var gerd af sterdfraedingi
sem hét Proclus (410-485 e. Kr.). Proclus tokst ad sanna ad hagt sé ad leida fimmtu
frumsetninguna af hinum fjérum og forsendunni:

P: Efp og q eru samsida linur og linan n sker p pa sker n lika q.
Hann taldi sig lika geta leitt P af fyrstu fjorum frumsetningum Evklids og aleit sig

par med hafa sannad ad fimmta frumsetningin s¢ ekki 6had hinum og @tti pvi ekki
ad vera frumsetning heldur sonnud setning. Rok Proclusar voru a pessa leid:
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Drogum samsida linur p og q. Mdorkum punkt A 4 p og punkt B milli p og q og
drogum strik n gegnum A og B. Pad er sama hvada fjarlaegd, f, er tiltekin, haegt er ad
framlengja strikid n i stefnuna fra A til B pannig ad fjarleegdin milli p og enda pess
verdi meiri en f. Par med getur fjarleegdin milli p og enda striksins ordid meiri en
bilid milli p og q og pa hlytur n ad skera q.

n

[ pessari rokfarslu Proclusar er falin forsenda sem ekki verdur leidd af fyrstu fjorum
frumsetningum Evklids, nefnilega ad pad sé fast bil milli p og q. Ef petta bil eykst
sem fjaer dregur punktinum A er alls 6vist ad strikid n nai nokkurn tima ad brtia pad
allt.

bad sem Proclusi tokst i raun og veru ad sanna er ekki ad fimmta frumsetningin
s¢ afleiding af hinum fjérum heldur ad hiin sé jafngild setningunni:

Sp: Milli tveggja samsida lina er alls stadar sama bil.

Samsida linur merkir hér linur sem skerast ekki pott paer séu framlendar 6takmarkad
i badar attir.

begar sagt er ad 5p sé jafngild fimmtu frumsetningu Evklids (sem vid getum
kallad 5g) er att vio ao:

Af fyrstu fjorum frumsetningunum og Sp s€ hagt ad leida Sg og
Af fyrstu fjorum frumsetningunum og 5g sé heaegt ad leida Sp,

betta pydir ad pad mundi engu breyta um hvad hagt er ad sanna og hvad ekki po6
skipt veeri 4 5g og Sp.

Sidan Proclus var og hét hafa sterdfreedingar uppgotvad margar adrar setningar
sem eru jafngildar 5. frumsetningu Evklids. Hér eru nokkrar af peim freegustu asamt
n6fnum hoéfunda sinna.

Proclus: Milli tveggja samsida lina er alls stadar sama bil.

Sacceri og Laplace Til eru tveir misstorir prihyrningar med jafnstor horn.

Playfair Sé gefin lina 1 og punktur P sem er ekki & linunni pa er ad-
eins hagt ad draga eina linu gegnum P samsida linunni 1.

Legendre Til er prihyrningur sem hefur hornasummuna 180°.

Gauss Fyrir sérhverja t6lu k>0 er til prihyrningur sem hefur
meira flatarmal en k.

Bolyai Séu gefnir prir punktar sem ekki liggja 4 beinni linu pa er

til hringur gegnum pa alla.

Einhver merkilegasta tilraunin til ad sanna fimmtu frumsetningu Evklios var gerd af
italska prestinum Girolamo Saccheri (1667-1733). Adferd hans var i stuttu mali sa
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a0 rannsaka hvada afleidingar pad hefdi ad neita henni. Saccheri taldi ad med pvi ad
leida setningar med strongum og pottpéttum rokum af fyrstu fjorum frumsetningum
Evklids og neitun peirrar fimmtu mundi hann fa fram moétsdgn og par med geta
sannad ad neitun fimmtu frumsetningarinnar stangist 4 vid hinar fjérar og hun sé pvi
rokleg afleiding af peim.

Rokfraedilega er ekkert vid pessa adferd Saccheris ad athuga. Ef vid vitum ad
Fi F», ... F, eru sannar forsendur og synum fram & ad af peim og ekki P leidi
motsdgn pa hofum vid par med synt fram 4 ad P er sonn setning og rokleg afleiding
af forsendunum F; F, ... F,.

En Saccheri fann enga moétsogn. Setningarnar sem hann leiddi af fyrstu fjéorum
frumsetningum Evklids og neitun peirrar fimmtu voru kannski undarlegar og
osennilegar og andstedar rumskynjun venjulegra manna en paer voru ekki
motsagnakenndar, engar tver peirra stongudust 4. Pad sem Saccheri fann i raun og
veru var pvi ekki sonnun 4 fimmtu frumsetningunni heldur ny raimfraedi sem er 60ru
visi en rumfraedi Evklids. Hann hafnadi pessari ramfradi raunar og sagodi ad hun
veeri andsted edli hinnar beinu linu.

Rit Saccheris um betta efni heitir pvi langa nafni Euclides ab omni naevo
vindicatus sive conatus geometricus quo Stabiliuntur prima ipsa geometriae
principia og kom ut arid sem hann 1ést, 1733. [ rokfeslum sinum notar Saccheri
ferhyrning sem er byggdur eins og hér er lyst:

Byrjad er 4 ad draga strikid AB. A enda pess eru dregin tvo jafnlong strik AC og
BD hornrétt 4 pad og endar peirra tengdir med beinni linu CD.
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Saccheri gat sannad ad pad leidir af fyrstu fjérum frumsetningum Evklids ad hornin
C og D eru jafnstor. Pad eru pvi prir moguleikar:

1. CogD getu verid hvoss horn (p.e. minni en rétt horn).
2. Cog D geetu verid rétt horn.
3. Cog D gatu verid gleid horn (p.e. steerri en rétt horn).

Saccheri gat sannad ad pridja tilgatan stangast a vid pa forsendu ad bein lina hafi
6endanlega lengd. Onnur frumsetning Evklids segir ad strik af endanlegri lengd
megi framlengja 1 beina linu. Petta tulkadi Saccheri svo ad bein lina s¢ déendanlega
16ng og midad vid pa talkun stangast pridja tilgatan a vid adra frumsetningu Evklios.
S¢ frumsetning nimer tvo hins vegar adeins skilin svo ad pad sé sama hversu langt
hafi verio fario eftir linu pad megi alltaf halda afram pa utilokar hun ekki ad lina sé
eins og hringur med endanlega sterd an pess ad nokkurs stadar s¢ endapunktur.

Saccheri gat lika sannad ad fimmta frumsetning Evklios er afleiding af annarri
tilgadtunni. Hann reyndi ad hrekja fyrstu tilgdtuna med pvi ad leida af henni motsdgn.
Eins og nefnt hefur verid tokst pad ekki en hefdi pad tekist pa hefdi adeins onnur
tilgatan komid til greina (ad pvi gefnu ad vid alitum ad 6nnur frumsetningin kvedi &
um ad lina sé 6endanlega 16ng) og par med hefdi fimmta frumsetningin verid sonnud
pvi hiin er afleiding af pvi ad C og D séu rétt horn.



FVA Atli 2001

Nu vita menn ad pad er ekki hegt ad leida motsdgn af fyrstu fjorum
frumsetningum Evklids og fyrstu tilgatu Saccheris. Su ramfraedi sem faest med pvi
ad gera rad fyrir fyrstu tilgatunni er kollud hyperbolsk ramfraedi. I hyperbolskri
rumfredi er hornasumma prihyrnings minna en tvo rétt horn og pvi minni pvi steerri
sem prihyrningurinn er. { slikri ramfraedi er lika haegt ad dragar margar linur samsida
gefinni linu gegnum sama punkt.

Eigi ad nota pridju tilgatu Saccheris verdur ad hatna pvi ad lina hafi 6endanlega
lengd. St ramfraedi sem pa fast kallast elliptisk ramfraedi. [ henni er hornasumma
prihyrnings meiri en tvo rétt horn og pvi meiri pvi steerri sem prihyrningurinn er. I
slikri rimfraedi eru engar tvaer linur samsida.

Hyperbolsk ramfredi og elliptisk rumfraedi kallast einu nafni 6evklidsk
rumfraedi. Rumfredi sem gerir rad fyrir annarri tilgatu Saccheris eda fimmtu
frumsetningu Evklids kallast hins vegar evkliosk ramfraedi. Rumfraedi sem ekki
gerir rad fyrir neinu af pessu er hlutlaus. bPar sem fyrstu 28 setningarnar i
Frumpattum Evklids eru adeins leiddar af frumsetningum niimer 1 til 4 en stydjast
ekki vid fimmtu frumsetninguna tilheyra paer hlutlausri ramfraedi.

bott Saccheri hafi stigid fyrstu skrefin i rannsoknum 4 6evklidskri ramfradi pa
vakti pad eitt fyrir honum ad hrekja hana. Pad var ekki fyrr en & fyrri hluta 19. aldar
ad sterdfredingar toku ad rannsaka oevklidska rumfraedi med opnum huga og gera
sér skipulega grein fyrir eiginleikum hennar. Helstu frumkvodlar 4 pessu svidi voru
bjodverjinn Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Russinn Nikolai Ivanovich
Lobachewsky (1793-1856) og Ungverjinn Janos Bolyai (1802-1860).

Gauss er idulega talinn asamt Arkimedesi og Orfaum 60rum i hopi mestu
steer0freedinga allra tima. Hann vard fyrstur pessara premenninga til ad rannsaka
eiginleika 6evklidskrar ramfraedi en hann birti nidurstddur sinar ekki & prenti og rit
hans um petta efni komu ekki tt fyrr en eftir midja 19. 6ld. Lobachevski vard fyrstur
pessara premenninga til ad birta nidurstodur sinar. Rit hans um 6evklidska ramfraodi
kom 1t arid 1829. Bolyai birti kenningar sinar arid 1833 {1 26 bladsidan eftirmala vid
bok um rumfredi eftir fodur sinn Wolfgang Bolyai.

Allir pessir premenningar fengust vid hyperbolska rumfraedi og peir méotudu
hugmyndir sinar 6had hver 6drum 4 drunum milli 1820 og 1830. Elliptisk ramfraedi
préadist nokkru sidar. Helsti frumkvodull hennar var bjodverjinn George Riemann
(1826-1866).

[ upphafi hofou frumkvodlar devklidskrar ramfraedi nokkrar ahyggjur af pvi ad
han kynni a0 fela 1 sé moétsagnir pott ekki hefdi tekist & leida peer 1 1j0s. Ekki leid po
4 16ngu 40ur en synt var fram 4 ad 6evklidsk ramfraedi er laus vid motsagnir ef
evkliosk rumfraedi er pad. betta var gert med pvi ad smida likon af oevklidskri
ramfredi innan evklidskrar rumfraedi. Gerd sliks likans er 1 pvi folgin ad talka
6skilgreindu hugtokin i frumsetningunum pannig ad paer verdi sannar um einhvern
hluta evklioskrar ramfraedi.

Ef ordid lina merkir storbaugur a yfirbordi kulu (p.e. hringur sem skiptir
yfirbordi kulu 1 tvo jafnstora helminga) og punktur merkir punktur a yfirbordi kilu
pbé verda allar setningar elliptiskrar rimfradi sannar um kulu 1 evklidsku rami. bad
er t.d. satt ad engir tveir storbaugar a kalu séu samsida, tveir slikir baugar hljota ad
skerast. Pad er lika satt ad hornasumma prihyrnings 4 kalu sé meira en 180°.

bad er 6gn floknara mal ad bua til svona likan fyrir hyperbolska ramfradi en pad
er hegt.
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Dalitil rokfraoi

St adferd til sanna samkvaemni sem hér var nefnd byggist & pvi ad roklegar
afleidingar frumsetninganna eru 6hadar pvi hvad dskilgreind ord eins og punktur og
lina merkja. I stad peirra mztti eins setja merkingarlaus tikn 4 bord vid p og 1. Petta
er vel pekkt ur einfaldri rokfredi. Gildi eftirfarandi rokfaerslu er t.d. algerlega 6had
pvi hvad ordin vibb og straldur pyoda:

Forsenda 1:  Ef vabbid er komid pa er mikid straldur.
Forsenda 2:  Pad er ekkert straldur.

Nidurstada:  Vubbio er ekki komio.

Likon af 6evklioskri ramfradi sem menn nota baedi til ad gera sér hugmyndir um
hana (eftir pvi sem pad er mogulegt) og til ad stadfesta ad hun s¢ laus vid moétsagnir
tulka linur yfirleitt sem sveigdan feril (eins og t.d. storbaug & kualu). bad er pvi oft
talad um ad ramid sem evklidsk ramfredi lysir sé flatt en elliptisk og hyperbodlsk
rumfraedi fjalli um sveigt ram.

Uppgotvanir Gauss, Bolyai og Lobachevski & 6evklioskri ramfraedi eru med
merkustu visindaafrekum 19. aldar. Med peim urdu pattaskil i visindasdgunni pvi
menn foru i auknum meli ad rannsaka moguleika sem ekki er haegt ad sja fyrir sér
eda gera sér myndir af i huganum. Mannlegt imyndunarafl var ekki lengur
melikvardi 4 hvad geaeti verid til og hvad ekki. Med pessu var brautin ekki adeins
rudd fyrir framfarir { hreinni sterofraedi heldur lika par tver byltingar sem motad
hafa edlisfreedi og heimsmynd 20. aldar: skammtafradina og afsteediskenninguna.

Skammtafradin fjallar um hinar smaestu einingar efnisins og nylegar kenningar a
pvi svidi gera rad fyrir ad innan atomkjarna gildi onnur rimfraedi en st sem kennd er
vido Evklid. Afstediskenningin er medal annars notud til ad rannsaka oraviddir
geimsins og hun kvedur & um ad pungir hlutir valdi sveigju i raminu og
frumsetningar Evklids séu pvi ekki sannar um pann himingeim sem vid sjaum
hvelfast yfir okkur & stjornubjartri nott. Ekki er p6 vitad med neinni vissu hvort
ramid er adeins sveigt vid punga hluti og svarthol en flatt i storum drattum eins og
evkliosk ramfraedi gerir rad fyrir eda hvort pad er i adalatridum sveigt 4 annan hvorn
veginn. Hver sem endanlegur sannleikur er um petta efni pa er svo mikio vist ad
6evkliosk ramfraeoi er ekki bara leikfang sterofraedinga heldur 6adskiljanlegur hluti
af heimsmynd visindanna.
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