Kvadrat hrings og 6leysanleg verkefni

[ fornold uppgdtvudu griskir staerdfreedingar leidir til ad teikna ymsar floknar
myndir med pvi ad fylgja fostum reglum og nota adeins sirkil og 6kvardada reglu-
stiku. Reglurnar sem peir fylgdu leyfou adeins ao:

v' Setja punkt hvar sem er 4 fl6tinn;

v AJ draga strik eda linu milli tveggja punkta;

v' AJ draga hring um punkt og hafa bil milli hvada tveggja punkta sem er fyrir
radius.

v Marka punkt par sem tver linur, tveir hringir eda lina og hringur skerast.

Med pessum einfoldu adgerdum er haegt ad leggja saman tver lengdir, draga eina
lengd fra annarri, margfalda saman tver lengdir og deila einni lengd i adra. Einnig er
haegt ad draga kvadratrét af gefinni lengd.

A0 reikna kvadratrét med sirkli og reglustiku

Til a0 leysa petta verkefni parf bil af lengd 1 ad vera gefio.
Gerum rad fyrir ad bilid milli A og B s¢ 1 og finnum kvadratrétina af bilinu milli
C og D sem vio skulum kalla x.
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Vid byrjum & ad draga linu og marka & hana lengdirnar 1 og x. (Petta er gert med pvi
a0 marka fyrst punkt, A', af handaho6fi 4 linuna og draga svo hring, eda boga, med
pann punkt fyrir midju og fjarlegdina milli A og B fyrir radius. Kollum skurdpunkt
hringsins og linunnar B' og drégum annan hring med B' fyrir midju og bilid milli C
og D fyrir radius. K6llum skurdpunkt hans vid linuna D'.)
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Nest er midpunktur A'D' fundinn (med pvi ad draga hring med A' fyrir midju og
A'D' fyrir radius og annan med D' fyrir midju og sama radius og draga linu gegnum
skurdpunkta hringanna. A myndinni hér ad ofan til vinstri er midpunktur A'D'
kalladur M.
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Nest er dreginn hringur med midju i M og A'M = MD' fyrir radius. Ad sidustu er
svo dreginn pverill & linuna gegnum B' og markadur skurdpunktur hans vid hringinn.
bennan punkt getum vid kallad E. (Pverillinn er teiknadur med pvi ad draga litinn
hring um B', marka skurdpunkta hans vid linuna og nota pa fyrir midjur tveggja
hringa sem eru jafnstorir og badir sterri en hringurinn um B'. Lina gegnum
skurdpunkt peirra er pverill & linuna gegnum punktinn B'.) Eftir petta er myndin eins
og hér ad ofan til haegri.

Nu er AA'B'E = AEB'D' svo ef fjarlegdin milli B' og E er y gildir jafnan:.
y
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A tima Evklids kunnu sterdfredingar ad byggja reikniadgerdirnar +, -, x, + og
med peim teikniadferoum sem hér hefur verid lyst. Auk pess gatu peir leyst otal
prautir eins og t.d. ad teikna reglulegan fimmhyrning. Sum vandamal tokst p6 ekki
a0 leysa. Nokkur peirra urdu freeg pegar i forn6ld. Hér skal getid fjogurra:

v AJ priskipta horni. Sumum hornum eins og 90° og 45° er ad visu audvelt ad
skipta 1 prja jafna hluta en sa vandi sem hér um reedir er ad finna adferd sem
dugar almennt og yfirleitt til ad priskipta hvada horni sem er.

v AJ tvofalda tening. Ef hlidalengd tenings er gefin 4 ad finna lengd hlida i teningi
sem hefur tvofalt meira rammal. Petta er i raun sama vandamal og ad reikna

V2 pvi séu hlidalengdir tenings margfaldadar med 2 fest teningur med tvofalt
meira rammal.

A9 teikna reglulegan 7-hyrning.

A9 finna kvadrat hrings. Ef radius hringsins er gefinn 4 ad finna hlidalengd i
ferningi sem hefur sama flatarmal og hringurinn. Ef radiusinn er r er hlidalengd

AN

ferningsins ad sjalfsogdu r- Jr. Par sem haegt er a0 margfalda saman tver
gefnar lengdir og draga kvadratrot af gefinni lengd er petta 1 raun sama vandamal
og ao finna strik af lengdinni &.

bessi vandamal vofoust fyrir monnum svo Oldum skipti. Pad er langt sidan
sterdfraedinga tok ad gruna ad pau varu oleysanleg en engum peirra tokst ad sanna
pad fyrr en Gauss (1777-1855) syndi fram & pad undir lok 18. aldar a0 émdgulegt sé
ad teikna reglulegan 7-hyring.

Gauss var undrabarn 1 sterdfredi og 17 ara ad aldri komst hann ad pvi ad sé p
primtala er p4 og pvi adeins hegt ad teikna reglulegan p-hyrning med sirkli og

reglustiku ad p verdi ritud 4 forminu 22k +1 par sem k € N. Primt6lur a pessu formi
eru kalladar Fermat primtolur. bar fyrstu eru 3, 5, 17, 257, 65537. Samkvaemt
nidurstddu Gauss er pvi haegt ad teikna reglulega 3-, 5- og 17-hyrninga med sirkli og
reglustiku en ekki reglulega 7-, 11- og 13-hyrninga.

Sagt er ad Gauss hafi verid akaflega stoltur af pessari fyrstu meirihattar
uppgdtvun sinni 4 svidi sterdfraeedinnar. Eftir ad hann do6 var reist stytta af honum i
heimaborg hans, Gottingen i Pyskalandi. Fotstallur peirrar styttu er reglulegur 17-
hyrningur.

boétt Gauss hafi ordid petta mikid agengt fyrir lok 18. aldar var stersta skrefid til
skilnings & pvi hvad hegt er ad gera og hvad ekki er haegt ad gera med sirkli og
okvardadri reglustiku stigid i byrjun 19. aldar pegar ftalinn Ruffini (1765-1822),
Nordmadurinn Abel (1802-1829) og Frakkinn Galois (1811-1832) moétudu nyjar
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rannsoknaradferdir 1 algebru. Taeknin sem peir motudu dugdi til ad sanna ad prju af
peim fjorum vandamalum sem hér hafa verid talin (ad tvofalda tening, teikna
reglulegan 7-hyming, og priskipta horni) verdi ekki leyst med sirkli, reglustiku og
hefobundnum adferdum.

begar sagt er a0 pessi vandamal séu 6leysanleg er ekki verid ad ttiloka ad haegt
s¢ ad finna lausn sem er rétt upp 4 svo og svo marga markverda stafi. bad er haegt ad
leysa pau 06ll ef adeins er krafist ndkvaemni upp 4 endanlegan fjolda aukastafa. Ad
pessi vandamal séu oleysanleg pydir ad ekki sé¢ haegt ad finna lausn af fullkominni
nakvaemni. Leikreglurnar gera rad fyrir ad linur og bogar sem teiknadir eru hafi enga
bykkt, punktar enga sterd og reglustikunni og sirklinum sé beitt af algerri
nakvaemni.

*
Snium okkur nt ad peim uppgoétvunum sem leiddu til pess ad sterdfreedingum tokst
a0 sanna pessi vandamal séu dleysanleg.

A 16. og 17. 61d fundu staerdfredingar almennar formalur til ad finna reetur
marglida af pridja og fjorda stigi. Pessar formilur voru myndadar ur studlum
marglidunnar, reikniadgerOunum fjéorum, veldum og rotum og pvi svipadar
formalunni til ad finna retur annars stigs marglidou sem pekkt var sidan i fornold.
Menn bjuggust pvi vid ad senn fyndust amota adferdir til ad finna reetur marglida af
fimmta stigi en 1 byrjun 19. aldar sonnudu Abel og Ruffini ad pad sé¢ ekki hagt ad
btia til algebrulega formtilu fyrir rétum marglidu af haerra stigi en fjorda. begar reett
er um algebrulega formulu er att vido ad hun sé samsett Ur samlagningu, fradreetti,
margfoldun, deilingu, og veldum med redum veldisvisum (og par eru retur

innifaldar pvi Vx = xh ). Adferdirnir sem Abel, Ruffini og Galois métudu dugdu
lika til a0 sanna ad hvorki sé hagt ad tja raetur pridja stigs marglidu né éraeda pridju

rot af tolu (eins og t.d. V2 ) med pvi ad nota einungis reikniadgerdirnar fjorar
heiltoluveldi og kvadratrot.

Formulan fyrir rétum annars stigs marglidou

Marglida er staerd eins og 3x* + 4x* + 5x + 7 eda almennt talad sterd 4 forminu
aX" + ap X" + a,0x" + ... + ajx + ap. Raetur marglidu eru pau gildi sem x parf ad
hafa til ad steerdin { heild sé jofn ndlli. T.d. eru -3 og 5 raetur 2x” - 4x - 30.

Hzesti veldisvisirinn reedur stigi marglidu. Pannig hefur annars stigs marglida x*
en ekki nein heerri veldi en pad. Almenna reglan um reetur annars stigs marglidu er:

—b++/b’ —4ac

Efax’+bx+c=0paerx=
2a

Eins og nefnt hefur verid er hagt ad reikna samlagningu, fradratt, margfoldun,
deilingu og kvadratrét med sirkli og reglustiku. betta pydir ad séu i upphafi gefnar
redar lengdir eda punktar med raed hnit er heegt ad mynda ur peim allar lengdir og
Oll hnit sem fast med endurtekinni beitingu pessara fimm adgerda & reedar tolur.
Adrar sterdir er ekki hegt ad mynda med sirkli, reglustiku og hefdbundnum
adferdum. Til ad atta okkur 4 pvi hvers vegna pad er ekki haegt skulum vid huga ad
pvi ad 4 mynd sem gerd er med sirkli og reglustiku akvardast punktar med tvennum
heetti:
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v’ Af skurdpunkti tveggja lina. Hnit sliks punkt finnast med pvi ad leysa jofnu af
fyrsta stigi og pad er hagt ad gera med pvi ad beita adeins samlagningu, fra-
dreetti, margfoldun og deilingu.

v Af skurdpunkti hrings vid linu eda annan hring. Hnit sliks punkt finnast med pvi
a0 leysa jofnu af 60ru stigi og pad er hagt ad gera med pvi ad beita adeins
samlagningu, fradreetti, margfoldun, deilingu og kvadratrot.

Lengd strika sem verda til 4 teikningunni ma reikna ut frd hnitum punkta meo pvi ad
beita pypagorasarreglu og hun byggist & pessum somu adgerdum. S¢é lagt upp med
red hnit og raedar lengdir er pvi engin leid ad mynda adrar sterdir en paer sem fast
med endurtekinni beitingu 4 adgerdanna +, -, x, + og \ 4 redar tolur. Med pessu er
hagt ad mynda allar redar tolur ef gefid er bil af lengdinni 1 og lika oredar tolur

eins og # eda \/32— 8—1/9—\5 . En pad er af og fra ad petta dugi til ad

mynda allar télur. Pad er til demis ekki hagt ad mynda /2 . Sumar marglidur af
heerra stigi en fjorda hafa retur sem ekki er einu sinni haegt ad tja p6 nota megi alla
reda veldisvisa auk reikniadgerdanna fjogurra, +, -, x og +. bessar sterdir er ad
sjalfsogdu ekki heldur haegt ad mynda med sirkli og reglustiku ef byrjad er med
tomar redar staerdir.

Ef til veru almennar adferdir til ad priskipta horni, tvofalda tening, teikna
reglulegan 7-hyrning og finna kvadrat hrings pa veri hegt ad beita peim a horn,
strik og hringa af hvada sterd sem er. Adferd til ad tvofalda tening etti ad virka
6had pvi hvada lengd er gefin sem hlid 1 honum. Eins etti adferd til ad teikna 7-
hyrning ad virka 6had pvi hvada lengd er gefin sem hlid i honum. Adferdirnar attu
pvi a0 virka pott allar steerdir sem byrjad er med séu redar.

f 1j6si pess sem ad framan segir ma ljost vera ad til ad sanna ad ekki sé haegt ad
leysa pessi verkefni dugar ad syna ad lausnin innifeli steerd sem ekki verdour myndud
af redum t6lum med endurtekinni beitingu adgerdanna +, -, x, + og V.

Eins og nefnt hefur verid jafngildir tvofoldun tenings pvi ad mynda sterdina
V2 og pad er ekki hagt. A svipadan hétt var synt fram & pad & fyrri hluta 19. aldar
ad ekki sé haegt ad mynda reglulegan 7-hyrning eda priskipta horni. Pad reyndist
toluvert floknara mal ad sanna ad ekki s¢ hagt ad finna kvadrat hrings med sirkli og
reglustiku. Petta tokst ekki fyrr en Lindemann sannadi pad arid 1882 ad m sé ekki
algebrisk tala (p.e. ad ekki sé til marglida med reedum studlum sem hefur r fyrir rét).
Af pessari uppgotvun Lindemanns leidir ad talan m verdi ekki myndud med
endurtekinni beitingu 4 adgerdunum +, -, x, + og \ 4 radar tolur og par med ad ekki

s¢ heldur haegt ad mynda lengdina\/g eins og parf ad gera til a0 finna kvadrat
hrings.

AD mestu byggt 4: R. Courant og H. Robbins: What is Mathematics. Oxford 1996.



