ii.

iii.
iv.

Aflei0slukerfi fra Evklio til Hilberts

Hio mikla sterdfraedirit Evklids, Frumpeettir (eda Stoikeia eins og bokin heitir a
grisku) setur steerofreedi fram sem afleidslukerfi. Pad hefst 4 10 frumsetningum sem
allar adrar setningar eru leiddar af.

Fimm fyrstu frumsetningarnar eru almennar og varda alla sterdfredi en paer

fimm seinni fjalla um rimfradina sérstaklega.

Nk

Almennu frumsetningarnar eru:

Séu tveir hlutir badir jafnir pridja hlut pa eru peir lika jatnir hvor 60rum.
S¢é jafnmiklu beett vid tvo jafna hluti verda ttkomurnar jafnar.

S¢é jafnmikid tekid af tveim jofnum hlutum verda utkomurnar jafnar.
Hlutir sem fylla sama ram eru jafnir.

Heild er sterri en hluti hennar.

Rumfredilegu frumsetningarnar eru:

1.

Fra hvada punkti sem er ma draga beina linu i hvada punkt sem er.

Strik af endanlegri lengd m4 framlengja 1 beina linu.

Haegt er ad draga hring med hvada fjarlegd sem er fyrir radius og hvada punkt
sem er fyrir midju.

Oll rétt horn eru jafn stor.

Ef strik sker tveer linur og innri hornin 4 adra hlid pess eru samtals minni en tvo
rétt horn pa skerast linurnar tveer peim megin vid strikio ef paer eru framlengdar
otakmarkad.

Sterdfredilegar sannanir verda ad byggja 4 einhverjum forsendum. Par

forsendur kunna ad vera nidurstodur annarra sannana sem byggja pa 4 einhverjum
60rum forsendum og pannig koll af kolli. En petta getur ekki rakid sig endalaust.
Undirstada sérhvers afleidslukerfis hlytur ad vera 6sannadar setningar sem gengio er
ad sem visum. Slikar setningar eru kalladar firumsetningar. (I mérgum Evrépumalum
er griska ordid axiom notad um peer.)

Helstu einkenni vel heppnadra afleidslukerfa eru:

Kerfid er sjalfu sé samkvaemt, p.e. ekki er haegt ad leida motsogn af
frumsetningunum.

Frumsetningarnar eru 6hadar hver annarri, p.e. ekki er hagt ad leida neina peirra
af hinum (enda er pa oparfi ad hafa hana fyrir frumsetningu).

Frumsetningarnar duga til ad leida Gt merkilegar nidurstdour.

Byrjad er 4 ad tilgreina allar frumsetningar (eda 6sannadar stadhafingar) sem
notadar veroa.

Fyrsta skilyroid er pad mikilveegasta pvi sé haegt ad leida ut motsogn pa er hagt ad
fa 0t hvada vitleysu sem er. En pott petta skilyrdi sé mikilvaegt er mjog erfitt ad
sannprofa hvort pad er uppfyllt. Adferdir til ad sannprofa ad afleidslukerfi sé sjalfu
sér samkveemt toku ekki ad proast ekki fyrr en undir lok 19. aldar.
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Af motsogn er haegt ad leida hvad sem er

Motsdgn er setning & forminu p og ekki p (p.e. fullyrding um ad eitthvad baedi sé
satt og s¢ ekki satt). Af setningu & pessu formi er hagt ad leida hvada vitleysu sem
er t.d. ad krokaodilar séu spendyr.

[ rokfaerslunni hér 4 eftir eru adeins notadar afleidslureglurnar

a) Af (p og q) leidir p.

b) Af (p og q) leidir q.

c) Af p leidir (p eda q).

d) Af (p eda q) og (ekki p) leidir q.

Hér er rokfaerslan:
1. pogekkip Forsenda.

2. p Leidir af forsendunni i linu 1 skv. reglu a.
3. p eda krokodilar eru spendyr. Leiodir af linu 2 skv. reglu c.

4. ekkip Leidir af forsendunni i linu 1 skv. reglu b.
5. Krokodilar eru spendyr . Leidir af 3. og 4. linu skv. reglu d.

Fyrr 4 6ldum hofou sterdfredingar ekki ahyggjur af peim moguleika ad kerfi
Evklios geeti verid o6samkvaemt og leitt af sér motsogn. Menn litu svo 4 ad
frumsetningar hans veru augljoslega sannar, og sannar setningar geta vitaskuld ekki
verid 1 motsogn hver vid adra. Hins vegar veltu margir pvi fyrir sér hvort kerfi
Evklios uppfyllti annad skilyrdid, p.e. hvort frumsetningarnar vaeru 6hadar hver
annarri, einkum pvi hvort hegt vari ad leida fimmtu ramfraedilegu frumsetninguna
af hinum. betta reyndu margir ad gera og af peim tilraunum er mikil saga. Skemmst
er fra pvi ad segja ad petta reyndist 6mogulegt og ni vita menn ad hinar fimm
rumfraedilegu frumsetningar Evklids eru 6hadar hver annarri.

Um bpridja skilyrdio parf ekki ad hafa morg ord pegar kerfi Evklids er annars
vegar. Setningarnar sem hann leiddi 0t eru hver annarri merkilegri.

En hvad med fjorda skilyrdid, skyldi Evklid hafa 1adst ad nefna einhverjar
forsendur sem hann notar til ad sanna rimfredisetningarnar i Frumpdttunum? Fram
a 19. old var rit Evklids nanast alitid hafid yfir alla gangryni. bad potti til slikrar
fyrirmyndar hvad vardar roklega byggingu og skipulega framsetningu ad faum datt i
hug s& moguleiki ad gloppur vaeru i rokum Evklids. En svo bregdast krosstré sem
onnur tré.

Um aldamétin 1900 var pjodverjinn David Hilbert (1862-1943) freegastur allra
steerdfraedinga. Hann hafdi ekki bara dhuga 4 ad rannsaka mengi, tolur, foll og ferla
og onnur efni sem sterdfredingar hofou fengist vid heldur velti hann lika fyrir sér
edli sterdfredinnar og roklegum undirstédum hennar.

Hilbert og ymsir samtimamenn hans gerdu strangari krofur til sterdfredilegrar
roksemdafeerslu en adur hofou pekkst og sannanir Evklids uppfylltu pessar krofur
ekki ad oOllu leyti. Hilbert benti medal annars 4 ad pegar 1 sonnuninni 4 fyrstu
setningu Frumpattanna notadi Evklid fleiri forsendur en frumsetningarnar sem
taldar voru upp 4 undan.

bessi fyrsta setning Evklios segir ad sé gefio strik (eins og AB 4 myndinni) megi
byggja jafnarma prihyrning ofan a4 pad med pvi ad draga tvo jafnstora hringi med
endapunkta striksins fyrir midjur og draga svo linur fra endum striksins i annan
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skurdpunkt hringjanna.
Vissulega leidir af
frumsetningum Evklids
a0 heegt s¢ ad draga tvo
. jafnstora hringi med A
.: . og B fyrir midjur. En
' ‘ ~ Hilbert benti 4 ad bad
: ~ leidir ekki af pessum
frumsetningum ad hring-
ir eins og peir sem hér
eru syndir hafi skurd-
punkt. Til ad leida ut
pessa fyrstu setningu
Evklios parf pvi ad nota forsendu sem segir ad punktar liggi pétt 4 hringferli pannig
ad ef hringur er ad hluta utan annars hrings og ad hluta innan hans pa eigi peir
einhvern punkt sameiginlegan. Astzdan fyrir pvi ad Evklid 14dist ad taka petta fram
er sjalfsagt su hversu algerlega augljost petta er. En vel byggt afleidslukerfi 4 ad
nefna allar forsendur sem notadar eru, sama hversu einfaldar, augljosar og dmerki-
legar peer eru.

Hilbert benti & fleiri forsendur sem Evklid notar an pess ad nefna par, eins og
t.d. pa ad ef prir olikir punktar liggja 4 somu linu pa sé einn peirra 4 milli hinna
tveggja.

Hilbert setti fram nytt frumsetningakerfi fyrir evklidska rimfredi ario 1899.
Frumsetningarnar i kerfi hans voru 20 talsins. bad segir sina sogu um snilli Evklios
ad pad skuli hafa 1idid meira en 2.200 ar par ritud var fullkomnari framsetning en
hans & afleidslukerfi fyrir ramfraedi.

bott Hilbert hafi gagnrynt kerfi Evklids attu hans eigin hugmyndir um
staerdfredi ad morgu leyti wttir ad rekja til Frumpdttanna. 1 stuttu méli sagt voru
pessar hugmyndir & pa leid ad hagt vaeri ad orda frumsetningar allrar sterdfredi a
formlegu taknmali (p.e. mali med endanlegum ordaforda og ndkvemum reglum um
hvernig ord og takn mynda setningar) og setja fram strangar rokfraedireglur um
hvernig leida mé 6ll sterdfredileg sannindi af peim. Hilbert aleit ad pannig veeri
heegt ad binda sterdfredina i afleidslukerfi sem veeri i senn sjalfu sér samkvemt,
Sfullkomid, og dkvardanlegt.

v' Pbegar hefur verid skyrt hvad pad merkir ad kerfi sé sjdlfu sér samkvemt, p.e. ad
pad geti aldrei gerst ad tvaer setningar sem leiddar eru af frumsetningunum
stangist 4 pannig ad énnur neiti hinni.

v AJ kerfid sé fullkomid merkir ad heegt sé ad leida allar sannar sterdfredi-
setningar af frumsetningunum, p.e. ad pad verdi engin steerdfredileg sannindi ut
undan.

v A kerfid sé dkvardanlegt bydir ad til sé algrim (p.e. endanleg, drugg og Otviraed
adfer0) til ad komast a0 pvi hvort setning sé afleiding af frumsetningunum.

bessar hugmyndir Hilberts voru i dur vid skodanir flestra sterdfraeedinga. beir litu a
fredi sin sem formlegt kerfi par sem 61l sannindi veeru leidd med strongum
rokfaerslum af faecinum grundvallarreglum eda frumsetningum.

{ byrjun pessarar aldar bjuggust flestir vid ad draumar Hilberts rattust senn og til
yroi formlegt afleidslukerfi fyrir alla steerdfreedi. En arid 1931 sannadi austurriski
sterdfredingurinn  Kurt Godel (1906-1978) ad oOmogulegt sé ad kerfisbinda
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talnafraedi (pa grein sterdfredinnar sem fjallar um heilar télur) med peim heetti sem
Hilbert hugsadi sér.

Med sonnun Gdédels var synt fram 4 ad 6mogulegt sé ad buia til frumsetningakerfi
fyrir talnafredi sem sé€ i senn fullkomid og sjalfu sér samkvemt. bar sem
naudsynlegt er ad gera pa krofu ad slik kerfi séu sjalfum sér samkvaem pydir petta i
raun ad utilokad sé ad setja fram frumsetningar sem dugi til ad leida ut allar sannar
steerdfradilegar setningar um heilar tdlur.

Nu kann einhverjum ad detta i hug ad pad sé pa bara hegt ad bata vid fleiri
frumsetningum par til komnar eru nagar forsendur til ad leida ut alla steerdfraedi. En
sonnun Godels utilokar ad pad sé hagt, hun tekur af 6ll tvimeeli um ad pad er alveg
sama hvad frumsetningarnar eru margar alltaf verda einhver sterdfredileg sannindi
ut undan.

Ef draumar Hilberts hefou reest pa veri sterdfredilegum rannsdknum ad vissu
leyti lokid, pvi pad pyrfti ekki lengur hugmyndaflug og sképunargafu til ad komast
a0 pvi hvort sterdfredileg fullyrding sé sénn eda 6sonn, pad vaeri hagt ad lata télvu
framkvama algrimid sem sker Gr um hvort setning er afleiding af frumsetningunum
eda ekki. Sonnun Godels tutilokar ad visu ekki ad slikt algrim sé til. Hun utilokar
adeins ad sterdfraedilegt kerfi gaeti verid fullkomid en eftir ad hin var komin fram
var pad enn opin spurning hvort pad geeti verid dkvardanlegt. Kerfi sem er
akvardanlegt en ekki fullkomio er pannig ad til er algrim til ad skera ur um hvort
setning er afleiding af frumsetningunum en par sem sumar sannar setningar eru ekki
afleiding af frumsetningunum dugar akvordunaradferdin ekki til ad skera ar um pad
i 6llum tilvikum hvort setning sé sénn, adeins hvort hin sé sannanleg.

bad verkefni ad finna slika akvordunaradferd kalladi Hilbert das Entscheidungs-
problem. Arid 1936 sannadi enski steerdfraedingurinn Alan Turing (1912-1954) ad
petta vandamal sé 6leysanlegt, p.e. ad ekki s¢ mdgulegt ad bua til akvordunaradferd
af pvi tagi sem Hilbert hafoi talad um.

Uppgotvanir Turings og Godels sem hér hefur verid sagt fra eru med merkustu
visindaafrekum 20. aldar. Med peim vard ad engu draumurinn um ad setja alla
steer0freedi fram sem sjalfu sér samkveemt, fullkomio og dkvardanlegt kerfi eins og
Hilbert hafoi hugsad sér. Afleidslukerfi eins og pad sem Evklid setti fram fyrir
rumfredina og Hilbert endurbatti getur ekki fangad allan sannleika um
sterofredileg efni.

Hinar 20 ramfredilegu frumsetningar Hilberts duga ad visu til ad leida ut allar
setningar 1 Frumpattum Evklids en pvi fer fjarri ad paer dugi til ad leida ut 6ll
rumfraedileg sannindi. Pegar i forn6ld voru ménnum t.d. kunnar reglur um keilusnid
sem ekki verda leiddar af peim.
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