Atli Hardarson

Fibonacci tolur mod a

Inngangur

i pvi sem hér fer & eftir verdur f;, notad til ad tdkna t6lu numer n i fibonacci talnar6d-
inni: 1, 1,2, 3,5,8, 13,21, 34 ...

Tolurnar verda niimeradar fra 1 og upp ur (ekki fra 0 eins og stundum er gert) svo
fi=1,f,=1ogefn>2Dpaerf,=fo+ f1.

Rithatturinn a|b verdur notadur til ad takna ad talan a gangi upp i télunni b.

Rithatturinn x=y (mod a) verdur notadur til ad tdkna ad x og y tilheyri sama
leifaflokki mod a, p.e. ad a|(x-y). Gert er rad fyrir ad lesandi sé kunnugur
reiknireglum um leifaflokka.

Mengi natturulegra talna verdur tdknad med N og pa er att vid heilu tolurnar fra 1 og
upp Ur, p.e.a.s. hér telst 0 ¢ N.

Taflan 4 nastu bladsiou synir fibonacci tolurnar f; til feo (i 2. dalki) og par fyrir aftan
eru talnarunurnar f, mod a fyrir 1 < n < 60 og 2 <a<22. betta eru leegstu jakvaedu
tolurnar i leifaflokkum fibonacci talnanna mod a. I 7. linu, dalkinum fyrir a=5 er t.d.
legsta jakvaeda talan, i, sem um gildir i =f; (mod 5) og almennt gildir ad i linu n,
dalki a er leegsta jadkvaeda tala, 1, sem um gildir i = f, (mod a).

Hér verdur tala nimer n 1 rununni f, mod a kollud a,. Hagt er ad reikna a, 4 sama
hatt og fibonacci tolurnar pvi a; =1, ax=1 og ef n> 2 pa er a, = (an2 + an-1) mod a.

begar taflan er skodud kemur i ljos ad dalkarnir fyrir f, mod a eru lotubundnir. Petta
er dregido fram med pvi ad innramma og skyggja fyrstu lotu hvers dalks. Annad sem
vekur athygli er ad i hverjum dalki kemur talan 0 fyrir med jofnu millibili. betta er
dregid fram med pvi ad feitletra 611 0 og skyggja reitinn sem pad fyrsta er i. Pad pridja
sem vekur athygli er ad bilid milli nilla er afar mislangt og ekki virdist nein einféld
regla 4 hve langt pad er og sémuleidis eru loturnar mislangar en fjoldi nilla i hverri
lotu er po alltaf 1, 2 eda 4.

[ pvi sem hér fer 4 eftir verda sannadar nokkrar setningar um pessar lotur, lengd peirra
og fjolda nulla 1 peim.
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n_fibonaccitalanr.nff 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 20 of 2f 2f 2f 2f 2f 2f 2f 2f 2f 2f 2 2f 2f 2 2 2 2 2 2 2
4 3 1of 31 3( 3 31 3| 31 3[ 31 3( 3 3( 3 3 3] 3 3 3 3 3
5 S50 11 21 1} o 51 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 5| 51 5| 5| 5
6 8| o 2| 0 31 2| 1| of 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8§ 8 8§ 8§ 8
7 13 1 1 1l 3 11 6| 5| 4 31 2 1} o 13| 13| 13| 13| 13| 13| 13| 13| 13
8 21 110 1 1l 3 0 5| 3 1] 10 91 8 71 6 5| 4 3| 2| 1| 0] 21
9 34 0o 1 2| 4 4] 6| 2| 7| 4 1| 10[ 8 6 4| 2| 0| 16| 15[ 14| 13| 12

10 551 1 1 3 of 1f e6f 7 1f 5[ of 7 3 13[ 10f 7 4 1 17 15[ 13| 11
11 89 1 2 1| 4] 5| 5 1l 8 9 1| 5| 11| 5| 14, 9| 4| 17| 13| 9| 5| 1
12 144 0 0 0| 4| 0| 4 o] o0 4| 1| o 1| 4| 9 o0 8 0 11| 4| 18 12
13 233 1 2 1| 31 5[ 2| 1f 8 3| 2| 5| 12 9 8 9| 12 17| 5| 13| 2| 13
14 377 1 2 1 2 S5 e 1f & 7 3| S5 O] 13 2 9| 3| 17| 16/ 17| 20 3
15 6100 0 1 2 o 4 1| 2| 7( 0 5[ 10| 12 8| 10| 2| 15| 16 2| 10[ 1] 16
16 97| 1 0 3| 2 3[ of 3 e6f 7 8 3 12 7 12 11 1f 15[ 18 7[ 0 19
17 1.597| 1 1 I 2 1 151 4 71 2 1] 11 1l 7| 13| 16| 13 1 17 1| 13
18 2584 o0 1 oOf 4 4 1 o 1| 4| 10f 4| 10 8 4| 8 of 10 oOf 4 1| 10
19 4.181 1 2 1 1l 51 2 5 5 1 11 5 8 9 11] 5 16/ 5 1 1l 2] 1
20 6.765 1 o0 1| o0 3 3 51 6/ 5 o0 9 5| 31 o0 131 16/ 151 1 5 3| 11
21 10946 0 2 2 1| 2| 5 2| 2 6 1 2| of 12| 11| 2 15 2 2| 6 5| 12
22 17.711 1 2 3 1l 51 1 71 8 1 1l 111 5 1| 11| 15| 14| 17| 3| 11| 8| 1
23 28.657|| 1 1 1 2 1 6 1 i 7 2f 1f 5 13( 7( 1f 12f 1 5 17| 13| 13
24 46368 0 0 O 31 O O o0 O] & 31 0] 100 o0 3] O] 9 o0 8 & o] 14
25 75.025 1 1 1 0 1 6 1 11 5 5 1f 2| 13( 10/ 1| 4| 1 13| 5| 13[ 5
26 121.393|| 1 1 1 3 1 6 1 1 3 8 1 12 13| 13 1] 13 12| 13| 13| 19
27 196418 o 2 2 3 2 5 2 2| 8 2 2 1| 121 8 2 of 2 15/ 18| 51 2
28 317.811 1 0 3 1 3 4 3 3 1l 10 31 o 11 6| 3| 13| 3 17| 11| 18| 21
29 514229 1 2 1 4 5 2 5 51 9 1 5 1 9 14| 5 131 5 13| 9| 2| 1
30 8320400 0 2 0 O 2 6 0 8 O O 8 1| 6/ 51 8 9 8 111 0] 201 o0
31 1.346.269| 1 1 1 4 1 1 5 4] 9| 1 1 2| 1| 4 13 5[ 13 5 9] 1 1
32 2178309 1 o0 1 4 3 0 5 31 9 1 9 31 7 9 5 14 3 16/ 9 0 1
33 3524578 0 1 2 3 4 1 2 71 8 2 10 5 8| 13] 2| 2| 16 2| 18 1 2
34 5.702.887| 1 1 3 2 1 T 7 1 71 3 7 8§ 1} 71 7| 16/ 1 18 7| 1 3
35 9227465 1 2 1 o0 5 2 1 8 5 5 5 0 9 5 9 117 1 5 2 5
36 14930352( o0 0 O 2 O 3 O O 2 8 0 8 10f 12( of of o0 of 121 3 8
37 24157817 1 2 1 2 5 5 1 8 71 2 5 & 51 2 9 1 17 1| 17 5 13
38 30.088.169f( 1 2 1 4 5 1 1 8 91 10 5 3 1l 14 9 1 17 1| 9| 8 21
39 63245986 0 1 2 1 4 6 2 7 6/ 1 10 11f 6 1f 2 2 16 2| 6 13 12
40 102334155y 1 0 3 O 3 O 3 6/ 5 o0 3 1 71 o 11 3 15 3| 15 0 11
41 165.580.141 1 1 1 1 1 6 5 4 1 1 1 12| 13 1 13 5 13 51 1f 13 1
42 26791429 o0 1 o0 1 4 6 0 1| 6 1 4 o0 6/ 1 8 8 10 8§ 16/ 13 12
43 433494437 1 2 1 2 5 5 5 51 71 2 5 121 5 2 5 13 5 13| 171 5 13
44 701408733y 1 o 1 3 3 4 5 6/ 31 3 9 12| 11} 3 13 4 15 2| 13] 18 3
45 1.134903.170f 0 2 2 o0 2 2 2 2 O 5 2 11 2 5 2 0 2 15| 10f 2 16
46 1.836.311.903 1 2 3 3 5 6 7 8 3 8 11 10f 13 8 15 4 17 17 3| 20 19
47 2.971.215.073 1 1 1 3 1 1 1 1 3f 2 1 8 1f 13 1 4 1 13 13 1 13
48 48075269764 0 O O 1 O O O O 6/ 10 0 5 o0 6 0 8 0 11 16/ o0 10
49 7.778.742.049| 1 1 1 4 1 1 1 1l 9] 1 1 o 1 4 1 12 1 5 9 1 1
50 12.586.269.025| 1 1 1 0 1 1 1 i 5 o 1 5 1 10 1 3 1 16f 5[ 1 11
51 20.365.011.074f o0 2 2 4 2 2 2 2| 4 1 2 5 2 14 2 15 2 2| 14 2 12
52 329512800990 1 o 3 4 3 3 3 3 9 1 3 10 3 9 3 1 3 18] 19| 3 1
53 53.316.291.173 1 2 1 3 5 5 5 5 33 2 5 2 5 8 5 16 5 1 13( 5 13
54 86.267.5712724 0 2 o0 2 2 1 O 8 2 3 8 12 8 2 8 O 8 0 121 8 14
55 139.583.862.445| 1 1 1 0 1 6 5 4 5 5 1 1 13 10 13 16 13 1l 5[ 13 5
56 225851433717y 1 0 1 2 3 O 5 31 717 8 9 o0 7 12 5 16 3 1l 17f 0 19
57 365435296.162f 0 1 2 2 4 6 2 7 2 2 10 1 6 7 2 15 16 2| 2 13 2
58 591.286.729.879| 1 1 3 4 1 6 7 1f 910 7 1 13 4 7 14 1 3 19 13 21
59 956.722.026.041 1 2 1 1 5 5 1 8 1 1 5 2 5 11 9 12 17 5[ 1] 5 1
60 1.548.008.755920f O O O O O 4 O O O O O 3 4 0 O 9 0 8 _0 18 0
Fyrsta 0 er i linu 3 4 6 5 12 8 6 12 15 10 12 7 24 20 12 9 12 18 30 8 30
Lengd lotu er 3 8 6 20 24 16 12 24 60 10 24 28 48 40 24 36 24 18 60 16 30
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Um allar tolur a € N, a > 1 gildir ad talnarunan f;, mod a er
lotubundin og ef lengd lotunnar er tdknud med L(a) gildir L(a) < a’.

Hver tala i rununni akvardast af nastu tveim a undan svo ef
talnatvennd endurtekur sig pannig ad fyrir einhverja t6lu k € N
gildi a,= anx 0g ant1 = an+14x P& €1 aniz = Ansn+x 0.8.frv. svo fyrir
allar tolur m € Z er dpim = Anim+k SVO fremin +m > 0.

Astaedan fyrir pvi ad petta gildir um allar tolur m € Z, en ekki bara
um nattirulegar t6lur, er su ad talnapar akvardar ekki adeins pad
sem & eftir kemur heldur lika pad sem er 4 undan Dvi
an-1 = (an+1 - an) mod a. Pad er pvi ekki um pad ad reda ad runa sé
adeins lotubundin fra einhverri t6lu g;, j > 1.

Nu eru tolurnar i rununni f, mod a allar 4 bilinu fra O upp i a- 1,
semsagt a mismunandi tolur svo tvar tolur i r6d geta verid & a’
mismunandi vegu. Ef ritadar eru meira en a’ talnatvenndir hljota
pvi einhverjar tveer ad vera eins. Fyrsta talnatvenndin samanstendur
af télunum a; og a,, su nasta af a, og a; o.s.frv. begar komnar eru
a’+ 1 tolur eru tvenndirnar pvi ordnar a* og pa er ekki hagt ad
fjolga tolum an pess ad talnatvennd endurtaki sig og par med er
komin fram lota i rununni. B

Um allar tolur a € N, a> 1 gildir ad talnarunan f, mod a inniheldur
toluna 0.

Sérhver runa hefst 4 tolunum 1, 1 og er (skv. setningu 1)
lotubundin pannig ad talnaparid 1, 1, kemur fyrir aftur. Talan 0
hlytur pvi ad koma fyrir, pvi ef talan 4 undan 1, 1 eru kollud ay pa
standa 1 t00 tOlurnar ay, 1,1, par sem ax+1=1(moda)=
ax=0(moda)=a,=0.1

bar sem ax =0 bé og pvi adeins ad alfy leidir beint af setningu 2 ad fyrir sérhverja
tolu a € N er til einhver fibonacci tala f p.a. alfy.

Hjalparsetning Ef a, =0 og ax.; =1 pa gildir um allar t6lur m € N ad axim = i-am.

Sonnun

Setning 3

Sonnun

betta er haegt ad sanna med prepun, svona:

Setningin gildir fyrir m=1 pvi axs; = ax + a1 = 0+ 1= 1-a; (par
sem a; = 1). Han gildir lika fyrirm =2 pvi axir = ax tax=1+0=
i-ay (par sem a; = 1).

Ef setningin gildir fyrir allar t6lur frd 1 til m (par sem m > 1) pa
gildir hin fyrir m+ 1 pvi aximi1 = Gkim T Akim1 = 10 + 10 =
1(am + am-1) = 1-amy;. A

Um allar tolur a € N, a> 1 gildir ad ef talan 0 kemur fyrir { linu k 1
talnarununni f, mod a pa kemur O fyrir i linu n-k fyrir 611 n € N.

Alls stadar par sem 0 kemur fyrir er talan 4 undan pvi sama tala og
nastu tvaer a eftir, pvi 4 eftir a;, 0 kemur a; + 0 = a; og par & eftir
0+a=a.

Nu notum vid hjalparsetninguna til ad sanna, med prepun, ad ef
ax =0 pa gildir um allar t6lur n € N ad anx =0. Setjum k inn fyrir

-3.
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m i axim = 1-am. Pa faest agix =1-ax=1-0 = 0. Hér med er synt ad ef
ax=0 pad er ax=0. Nest er synt fram 4 ad ef an=0 pad er
An+k = 0 svona: An+1)k = Ank+k = i-ank =1-0=0.

Af pessu leidir ad ef null kemur fyrir 1 linu k p4 kemur annad null
linu 2k pad pridja i linu 3k o.s.frv. B

Af setningu 3 leidir beint:

Setning 4 Fyrir sérhverja t6lu a € N er til tala k € N pannig ad um allar tolur
n € N gildi a|fy.

Sonnun Samkvemt setningu 3 er til tala k € N pannig ad um allar tolur
n € N gildi amx =0 (mod a). Petta jafngildir pvi ad f,x moda = 0
eda med OAru ordalagi ad alf,,. W

Onnur athyglisverd afleiding af setningu 3 er:
Setning 5 Um allar nattarulegar tolur 1 og j gildir ad efi|j pa fj|f;.
Sonnun Setjum a = fj, pa er a; = 0 (pvi pa er fj mod a = f; mod f; = 0).

Ef ij pa er til n € N b.a. j = n'i og fyrst a; =0 leidir af pessu og
setningu 3 ad a; = 0 sem pyoir ad alf;. Fyrst a = f; jafngildir a|f; pvi
a0 filf;. ®

Af setningu 5 m4 leida:

Setning 6 Efj >4 og f; er primtala pa er j primtala.

Sonnun Ef j er samsett tala og j >4 ba er til nattiruleg tala i > 2 sem er
pattur 1 j. Par sem i|j leidir af setningu 5 ad fi|f; og par sem f; > 1 ef
1> 2 leidir af pessu ad fj er ekki primtala. B

Vert er ad arétta ad petta gildir ekki ef j < 4 pvi f4 =3 svo f4 er primtala pott 4 sé pad
ekki. Einnig er vert ad nefna a0 leidingin gengur adeins i adra attina og pad gildir ekki
almennt og yfirleitt ad f; s¢ primtala ef er j primtala. T.d. er 19 primtala en fijo = 4181
er pad ekki pvi 4181 =37-113.

Nu er komid ad pvi ad segja eitthvad um lotulengd runu & forminu f, mod a.
Hjalparsetning Ef a, =0 pa er ay:o= -ax.

Sonnun Almennt gildir ad ayx = ayx.; + ax og par sem ax =0 og ax| = axr
jafngildir petta pvi ad O=ax+ax> sem jafngildir pvi ad
a2 = -ag. A

Setning 7 Fyrir sérhvert a € N, a > 1 gildir ad talan 0 kemur fyrir 1 sinni eda
2 sinnum eda 4 sinnum i lotu rununnar f, mod a.
Sonnun Efk er leegsta tala p.a. ax = 0 pa er tvennt til:
1. bad getur verid ad ax.; = 1 og pa endar lotan 4 ay og inniheldur pvi

adeins eitt nall.

1. bad getur verid ad ax; £ 1 og pad er axi1 =ax) 0g k2= -Ak2
(samkvaemt hjalparsetningunni sem sénnud var hér ad framan). bar
sem ay.1 = fx.1 0g -ax» = -fx, leidir af pessu ad
Q43 = A+t T A = A + (-ar2) = ficr + (i) = fis og
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4 = Ay T Az = -ao + Ty = -fio + iz = -fiy

og bpannig gengur petta afram ad n f, | famod 5 | f, mod 7
aim = (-1)™ " fim. (Taflan til haegri ; } : = : : = :
synir hvernig petta litur ut fyrir 3 Sl 2= P
a=5o0ga=7) 4 3] 3=3 3= 3
5 5 0=10 5= 5
begar fibonacci tolugildin koma | 6 81 3=3 1= R
;e o e o 7 13 3=-2 6= 13
svona i ofugn' r6d og onnur hver — TR 0= 0
med minus fyrir framan hljéta a 9 34 | 4=-1 6= 13
0g az.; badar ad hafa tolugildio 1 }(1’ gg gf ? gf 2
og Onnur ad vera -1. Nu er enn [ | 144 | a-_1 1- 3
tvennt til. 13 233 3=2 2= 2
14 377 2=23 6= -1
il. @) apk. getur verid 1 og pa endar lotan |15 610 | 0=0 l= 1
2 1ol ( 5 sialfsdedu 0 16 987 2=23 0= 0
4 t6lu ax (sem er ad sjalfsdgdu 7T 15071 225
sbr. setningu 3) og p4 hefur lotan 2 | 18| 2584 | 4=-1
, . _ 19 4181 1=1
null. (Petta gerist t.d. pegar a=7 o T 6765 T 0=

sbr. aftasta dalkinn i1 toflunni til
hagri.)

il. b) a1 getur verid -1 og pa er ax:1= ax+2=-1 og pa gildir (sbr.
hjalparsetningu 4 undan setningu 3) um allar t6lurnar nedan vid aax
a0 ayim = -1-am, svo fyrst aze; =-1 er as.1 =1 og lotan endar & au
og hefur pa 4 null. (betta gerist t.d. pegar a =35 sbr. nastaftasta
dalkinn 1 toflunni til haegri.)

Utilokad er ad lota innihaldi 3 null pvi eins og synt hefur verid
fram & hefst ny lota eftir fjérda nuall ef hun hefur meira en tvo null
og ef lota hefur meira en tvo ntll pa getur ny ekki byrjad baedi vio
pridja og fjorda null. B

Af rokfaerslunni 1 pessari sénnun er 1jost ad ef fyrsta null 1 runu er i linu k pa er pad
nasta 1 linu numer 2k og ekki getur verid neitt nall par & milli. Vid getum pvi
stadhaeft sterkari fullyrdingu en setningu 3

Setning 8 Ef fyrsta null 1 talnarununni f, mod a er i linu numer k pa gildir um
oll n € N ad n-ta nallid er i linu namer n-k.

*

Audvelt er ad dkvarda L(a), p.e. lengd lotu i talnarununni f, mod a, pegar buid er ad
skrifa rununa nidur ad fyrsta nulli. Ef fyrsta nuall er 1 linu k pa er L(a) =k ef ax.; = 1,
annars er L(a) = 2k ef k er slétt tala og L(a) = 4k ef k er oddatala.

Reynum nu a0 atta okkur & hvenar 0 kemur fyrst fyrir i talnarunu af pessari gerd?

Eg skilgreini einpatta télu sem tolu 4 forminu p" par sem p er primtala og n € N.
betta eru semsagt primtolurnar og heil veldi af peim. Einpaettir samsettrar t6lu eru
haestu einpatta tolur sem ganga upp i hana. bannig eru 16 og 5 t.d. einpattir télunnar
80. bott 4 s¢ einpatta tala telst hun ekki til einpatta tolunnar 80 pvi til er haerra veldi af
2, nefnilega 16, sem gengur upp i 80.

Fallid N(a) skilgreini ég svo ad pad sé lagsta tala k € N sem um gildir ad
fk mod a = 0. Utkoma fallsins segir hvar 0 kemur fyrst fyrir i rununni f, mod a.
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Setning 9 Ef einpattir télunnar a eru e;, e ... e, pa er N(a) legsta
sameiginlegt margfeldi talnanna N(e;), N(ey), ... N(ey).

Sonnun bar sem a gengur upp 1 fn@) ganga allir peettir a upp 1 fy@) svo um
sérhvern einpatt e; gildir ad fx) mod ei = 0 og par sem null koma
(skv. setningu 8) fyrir med jofnu millibili 1 6llum runum & forminu
fn, mod e; hlytur N(a) ad vera sameiginlegt margfeldi talnanna
N(e1), N(ez), ... N(en).

Notum k til ad takna laegsta sameiginlega margfeldi talnanna
N(ej), N(ez), ... N(ep). Allir einpeettir a eru pa pattir i fx og a
gengur upp 1 fi fyrst allir einpeettir hennar gera pad svo k er pa
legsta tala sem um gildir a0 fy moda=0. &

Setning 10 Ef ai|aj ba N(ai)|N(aj).

Sonnun Ef ajla; pa gildir um allar télur n € N ad ef f, mod a; = 0 pa er
fomod a; = 0. Nullin eru (skv. setningu 8) med jofnu millibili {
badum rodum. Ef fyrsta nallid 1 rodinni f, mod a; er tala nimer k i
peirri r6d hlytur k pvi ad vera heilt margfeldi af N(aj)) sem
jafngildir pvi ad N(a;)|N(a;). ®

ber setningar sem sannadar hafa verid duga til ad finna lotulengd runu & forminu
fn mod a ef a er samsett tala og vitad er um stadsetningu fyrsta ntlls i 6llum runum a
forminu f, mod e; par sem ¢; eru einpeettir tolunnar a.

Meér hefur ekki tekist a0 finna neina reglu 4 pvi hvenar null kemur fyrst fyrir i runu,
famod a, pegar a er primtala. En mér finnst eftirfarandi tilgdta um einpétta tolur
sennileg.

Tilgata Ef a er 4 forminu p" par sem p er primtala, p>2 og n € N pa er
N() = p"N(p).

Meér hefur ekki tekist ad sanna pess tilgatu en profanir fyrir nokkrar lagar tolur benda
til ad pad sé pess virdi ad hugleida hana.

Eftirfarandi tafla synir N(a) fyrir einpatta t6lur sem eru 1. til 6. veldi af primtélunum
3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. Talan 110 i 4. linu, 2. dalki taknar ad N(11%) =
N(121) =110, p.e. i rununni f, mod 121 komi fyrsta nallid 1 110. seti.

Eins og sést verda petta fljott ansi haar tolur. Pannig er fyrsta fibonacci talan sem 31°
gengur upp i nimer 858.874.530.

Allar tSlur i t6flunni koma heim vid pa tilgatu ad N(p") = p™"-N(p). Profun a
nokkrum 6drum einpatta tolum sem valdar voru af handahoéfi og allar voru lagri en
10° dugdi ekki til ad hrekja tilgatuna.

p N(p) N(?) N(?) N(p*) N°) N(p°)
3 4 12 36 108 324 972
5 5 25 125 625 3.125 15.625
7 8 56 392 2.744 19.208 134.456
11 10 110 1210 13.310 146410 1.610.510
13 7 91 1.183 15.379 199.927]  2.599.051
17 9 153 2.601 44217 751.689]  12.778.713
19 18 342 6.498 123.462]  2.345.778| _ 44.569.782
23 24 552 12.696 292.008] _ 6.716.184] 154.472.232
29 14 406 11.774 341.446]  9.901.934] 287.156.086
31 30 930 28.830 893.730] _ 27.705.630] _858.874.530




