Atli Haroarson
Tviundastrengir

I. Inngangur
Tviundastrengur er runa tvenns konar tdkna. Hér verda notud tdknin 0 og 1. Streng ur pessum
tveim tdknum ma tilka sem jakvada heiltdlu ritada i talnakerfi med grunntéluna 2. Sé pad
gert er edlilegt ad rada strengjunum eftir t6lugildi. Lodréttu radirnar hér ad nedan syna alla
eins bita, tveggja bita, priggja bita og fjogurra bita strengi i r6d. I fyrsta dalkinum er tolugildi
peirra ritad med venjulegum rithetti (p.e. 1 tugakerfi).

Eins og sést af toflunni er advelt ad

t6lu- eins bita {JVIZ% o Eirtlfg]a Ei(;fma framleida alla tveggja bita tviundastrengi
gildi strengir | strengir | strengir | strengir ur lista yfir alla eins bita strengi. Pad er
0 0 00 000 0000 gert med pvi ad bata fyrst 0 framan vid
1 1 01 001 0001 alla eins bita strengi og svo einum framan
2 10 010 0010 vid alla eins bita strengi. A sama hatt ma
3 11 011 0011 . .. . .

4 100 0100 bta til alla.m.ogulega n+1 bita strengi .ef
5 101 0101 gefinn er listi yfir alla mogulega n bita
6 110 0110 strengi - fyrst er batt 0 framan vid hvern
7 111 0111 streng 4 listanum og vid pad fast n
8 1000 mismunandi strengir, svo er 1 bett framan
9 1001 vid hvern streng og pa fast n mismunandi
10 1010 strengir 1 viobot. Ef fjoldi strengja af lengd
11 1011 n er j pa eru sem sagt til 2j strengir af
12 1100 lengd n+l. bar sem til eru tveir
13 1101 mismunandi strengir af lengd 1 leidir af
}‘5‘ H}(l) pessu ad fyrir allar jdkvaedar heiltdlur, n,

eru til 2" mismunandi tviundastrengir af
lengd n.

II. Rithattur

Hér 4 eftir verdur mengi allra tviundastrengja af lengd n kallad Tn, t.d. tdknar TS5 safn allra
tviundastrengja af lengd 5. Eg nota sTn til ad tdkna mengi allra tviundastrengja sem hagt er
ad mynda med pvi ad beta strengnum s framan vi0 streng ur Tn, t.d. tdknar 0Tn mengi allra
tviundastrengja sem hagt er ad mynda med pvi ad bata 0 framan vid streng ur Tn. Pad sem
sagdi 1 inngangi um hvernig hagt er ad mynda alla tviundastrengi af lengd n+1 0r safni allra
tviundastrengja af lengd n méa na orda svo ad T(n+1) =0Tn U 1Tn.

Strengur sem myndadur er med pvi ad endurtaka strenginn s i k skipti tdkna ég med kxs.

Dami:
4x10=10101010
S5x1=11111

7x001 =001001001001001001001

Ef s og t eru tviundastrengir pa tdkna st, (s)t, s(t) og (s)(t) strenginn sem fast med pvi ad
skeyta s framan vid t. Demi:

(4x1)01 = 111101
(3x01)(5x1) = 0101011111

Fjoldi strengja af lengd n sem innihalda strenginn s er tdknadur med F(n, s). Demi:

F(4, 2x1) = 8.
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Fjoldi strengja af lengd n sem innihalda ekki strenginn s er tdknadur med E(n, s).
Lengd strengsins s er tdknud med L(s). Daemi L(1001) = 4.

begar tolur eru ritadar og tilgreina parf hvada grunntala er notud er grunntalan skrifud
aftan vid t6luna og h6fd nedar 1 linu. T.d. tdknar 207g t6luna sem er ritud 207 i talnakerfi med
grunntdluna 8. Sé engin grunntala tiltekin er att vid tugakerfi. [ stad 207, er pvi ritad 207. Ef
s er einhver tviundastrengur pa taknar s, t6lustafastrenginn sem faest pegar strengurinn s er
tulkadur sem tala i tviundakerfi og st tala er umritud i talnakerfi med grunntdluna g. T.d. er

1101g=15

Hve margir tviundastrengir af lengd n innihalda kx1 fyrir gefio gildi a k?

Eins og haegt er ad komast ad med pvi ad skoda t6fluna 4 bls. 1 eru til 3 priggja bita strengir
sem innihalda 2x1, p.e. F(3, 2x1) = 3. betta eru strengirnir: 011, 110 og 111. bad eru til 8
fjogurra bita strengir sem innihalda 2x1, p.e. F(4, 2x1) = 8. Pbetta eru strengirnir: 0011, 0110,
0111, 1011, 1100, 1101, 1110 og 1111.

Augljéslega gildir almennt ad F(k, kx1) = 1. Einnig er nasta augljost ad F(k+1, kx1) = 3.
betta eru strengirnir: 0(kx1), (kx1)0 og (k+1)x1. (Ath. ,,0(kx1)* er strengurinn sem faest med
pvi ad baeta 0 framan vid strenginn kx1).

Almennt gildir ad tviundastrengir af lengd n skiptast i tvo jafnstora flokka sem eru
0T(n-1) og 1T(n-1). Ef j stok i menginu T(n-1) innihalda tviundastrenginn kx1 hljota einnig
ad vera j stok i menginu 0T(n-1) sem innihalda kx1. I menginu 1T(n-1) eru hins vegar j+i
stok sem innihalda kx1 par sem i er fjoldi peirra strengja i T(n-1) sem hefjast a ((k-1)x1)0 og
innihalda ekki kx1. (Pegar 1 er beett framan vid pessa strengi fast strengir sem byrja 4 kx1 og
fjoldi pessara strengja beetist vid j). Pott vid vitum ekki enn hvad i1 er getum vid slegio pvi
fostu ad F(n, kx1) =2-F(n-1, kx1) + 1.

Finnum nu téluna i. Ef tviundastrengur af lengd n-1 hefst 4 ((k-1)x1)0 pa eru n-1-k bitar
aftan vid ((k-1)x1)0 pvi strengurinn ((k-1)x1)0 hefur lengdina k. Pessir n-1-k bitar geta verid
4 2"'"* mismunandi vegu. Talan i er pvi 2™ - F(n-1-k, kx1) og almennt gildir:

Setning 1:  F(n, kx1)=2-F(n-1, kx1) + ok F(n-1-k, kx1).

bessa setningu, asamt peirri vitneskju ad F(k, kx1) = 1 og F(k+1, kx1) = 3, getum vid notad
til ad skrifa toflu yfir fallid F(n, kx1). Hér fyrir nedan er slik tafla par sem hvert gildi & n
myndar dalk og hvert gildi & k myndar linu.

kx1 n=1 n=2 [n=3 [n=4 [n=5 n=6 [n=7 [n=8 n=9 |[n=10|n=11n=12|n=13 n=14
=1 |1 1 3 7 15 31| 63| 127| 255| 511|1023|2047|4095|8191|16383
=2 |11 0 1 3 8| 19| 43| 94| 201| 423 880| 1815|/3719|7582|15397
=3 |111 0 0 1 3 8 201 47| 107| 238 520|1121|2391|5056|/10616
=4 |[1111 0 0 0 1 3 8| 20| 48] 111| 251 558|1224|2656| 5713
k=5 |[l1111 0 0 0 0 1 3 8| 20| 48| 112] 255| 571|1262| 2760
=6 |111111 0 0 0 0 0 1 3 8| 20| 48| 112 256] 575| 1275
=7 |1111111 0 0 0 0 0 0 1 3 8| 20| 48| 112 256| 576
=8 |[11111111 0 0 0 0 0 0 0 1 3 8 20| 48 112| 256
=9 (111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 8 20| 48] 112
k=10 (1111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 8 20 48
k=11 (L1111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 8 20
k=12 (111111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 8
k=13 (1111111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3
k=14 |11111111111111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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bar sem F(n, kx1) = 0 ef k > n gildir ad F(n-1-k, kx1) = 0 ef k > n/2 svo pad leidir beint af
setningu 1 ad ef k > n/2 pa er F(n, kx1) = 2-F(n-1, kx1) + 2" tflunni er sveedid par sem
n > k > n/2 afmarkad med breidum strikum. Innan pessa svadis byrjar hver lina &4 1 og ef tala
namer a (i gefinni linu innan svadisins) er kollud t(a) gildir efa > 1 ad t(a+1) = 2-t(a) + 2*".

&

Pad sem hér hefur verid sagt um fallid F(n, kx1) gildir ad sjalfsogdu lika um F(n, kxO0).
En hvad med E(n, kx1)?

Ef E(n, 2x1) er fjoldi strengja af lengd n sem ekki innihalda 11 pa er E(n, 2x1)=
2" - F(n, kx1). Med einfaldri prepasonnun er haegt ad syna fram 4 ad:

E(n, 2x1) = E(n-1, 2x1) + E(n-2, 2x1).

betta gildir ef n =3 pvi 2° - 3= (2% -1) + (2" - 0) sbr. t6fluna nedst 4 bls. 2. Einnig gildir petta
um n+1 ef petta gildir um n pvi:

E(n+1, 2x1)=2"" - F(n+1, 2x1) =

2"+ 2" - (2-F(n, 2x1) + 2™% - F(n-2, 2x1)) =

(2" - F(n, 2x1)) + (2" - F(n, 2x1)) - (2"*+ F(n-2, 2x1)) =

E(n, 2x1) + E(n, 2x1) - E(n-2, 2x1).

Og ef E(n, 2x1) = E(n-1, 2x1) + E(n-2, 2x1) pa jafngildir petta pvi ad

E(n+1, 2x1) = E(n, 2x1) + (E(n-1, 2x1) + E(n-2, 2x1)) - E(n-2, 2x1) =

E(n+1, 2x1) = E(n, 2x1) + E(n-1, 2x1).

bar sem E(1, 2x1) = 2! - 0 =2 sem er fibonaccitala numer 1+2 = 3 og E(2, 2x1) = 22-1=3
sem er fibonaccitala nimer 2+2 = 4 hefur verid synt fram 4 eftirfarandi setningu:

Setning 2:  E(n, 2x1) er fibonaccitala nimer n + 2, p.e. tala nlimer n + 2 { talnar6dinni:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55 ...

Raunar er pessi setning adeins sértilvik miklu almennari reglu sem hér er sett fram sem
setning nimer 3.
Setning 3:  Efn <k pda er E(n, kx1) =2" annars er

E(n, kx1) = E(n-1, kx1) + E(n-2, kx1) + ... + E(n-k, kx1).”
bessi setning segir ad fyrir sérhvert gildi 4 k sé¢ talnarunan E(1, kx1), E(2, kx1), E(3, kx1) ...
myndud pannig ad fyrst komi 2', 2%, 2%, ... 25! og eftir pad sé¢ sérhver tala summa nzestu k
talna 4 undan. Petta er haegt a0 sanna med eftirfarandi prepasénnun sem er naudalik

sOnnuninni 4 setningu 2.
Setningin gildir augljoéslega fyrir n <k. Hun gildir lika fyrir n =k pvi pa er:

E(n, kx1)=2"-F(k, kx1)=2%-1=2"+2"+ 22+, .+ 2"!
Ef setningin gildir fyrir n pa gildir han fyrir n+1 pvi:

E(n+1, kx1)=2""-F(n+l, kx1) =

E(n+1, kx1)=2"+2"- (2-F(n, kx1) + 2"* - F(n-k, kx1)) =

E(n+1, kx1) = (2" - F(n, kx1)) + (2" - F(n, kx1)) - (2™ - F(n-k, kx1))
Ef reglan gildir fyrir n p4 ma setja langlokuna

(2" - F(n-1, kx)) + (2" - F(n-2, kx ) + .. + (2" F(n+1-k, kx1) + (2 - F(nek, kx1))

" Gert er r4d fyrir ad E(0, kx1) = 1.
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i stadinn fyrir (2" - F(n, kx1)) og fa Gt jofnuna:

E(n+1, kx1) = (2" - F(n, kx1)) + [(2"" - F(n-1, kx1)) + (2"* - F(n-2, kx1)) + ...
+ (2" D F(nt+1-k, kx1)) + (2"% - F(n-k, kx1))] - 2" - F(n-k, kx1)) =

E(n+1, kx1) = (2" - F(n, kx1)) + 2" - F(n-1, kx1)) + ... + @™ - F(n+1-k, kx1)) =
E(n+1, kx1) = E(n, kx1) + E(n-1, kx1) + ... + E(n+1-k, kx1). m

Samsvarandi setning gildir ad sjalfsogdu um E(n, kx0).

IV.Strengir sem ekki geta skarast vid sjalfa sig

Sumir strengir, s, eru pannig ad peir geta ekki komid fyrir tvisvar sem hluti af sama streng, t,
nema L(t) > 2-L(s). Vi0 segjum ad pessir strengir geti ekki skarast vid sjalfa sig. s; = 101100
er demi um slikan streng. s; = 10010 er hins vegar demi um streng sem getur skarast vid
sjalfan sig og par med komid tvisvar fyrir i streng sem hefur minni lengd en 2-L(sz). T.d.
kemur s; tvisvar fyrir 1 s3 = 10010010 pott L(s3) < 2-L(sz) Fyrra skiptid er feitletrad og pad
seinna undirstrikad og stafirnir tveir sem eru badi feitletradir og undirstrikadir eru skorun s;
vid sjalfan sig.

Skilyrdi pess ad strengur s geti ekki skarast vid sjalfan sig er ad ekki sé til nein tala
k <L(s) pannig ad k fyrstu stafirnir i s myndi sama streng og k sidustu stafirnir i s.

Ef strengur s getur ekki skarast vid sjalfan sig getur hann adeins komid einu sinni fyrir i
streng t ef L(t) < 2-L(s). Af pessu ma leida eftirfarandi setningu um pessa strengi.

Setning 4:  Ef's getur ekki skarast vid sjalfan sig L(s) =k ogn <2-k pa er
F(n, s)=(n -k +1)-2"*,

Sonnun: Ef s kemur fyrir i s&etum ntimer n-k+1 til n i streng af lengd n pé eru n-k bitar par
fyrir framan og peir geta verid & ok vegu. bvi eru til 2"* mismunandi strengir af lengd n sem
hafa s 1 seetum nimer n-k+1 til n. K6llum mengi pessara strengja M, (pvi s endar i seti
numer n).

Af sému asteedum eru til 2™* mismunandi strengir af lengd n sem hafa s i setum numer
n-k til n-1, pad eru ja n-k-1 bitar fyrir framan s og 1 biti fyrir aftan s og pessir n-k bitar geta
verid 4 2" mismunandi vegu. Kéllum mengi pessara strengja M.,

Med sama hetti er haegt ad skilgreina mengin M, M,,3, ... My. Pad sidasta i r6dinni
hefur s i seetum 1 til k. Pessi mengi eru n-k+1 talsins og pau hafa 611 fjldatdluna 2"*. Ef M er
mengi allra strengja af lengd n sem innihalda s pAer M =M, U M, U ...u My (p.e. M er
sammengi allra mengjanna M,, M,, ... My). bar sem ekkert stak tilheyrir tveim af
mengjunum M,, My, ... My, (pvi pa keemi s tvisvar fyrir i pvi staki) er fjoldatala M jofn
samanlagori fjoldatélu mengjanna My, My, ... Mxsvoi Meru (n-k + 1)-2“’k stok. m

*

Nu hafa verid leiddar ut fremur einfaldar reglur um hve margir tviundastrengir af lengd n
innihalda (og innihalda ekki) strengi 4 forminu kx0 og kx1 og strengi sem hafa lengd meira
en n/2 og geta ekki skarast vid sjalfa sig. Haegt er ad leida ut fleiri reglur um strengi af
tilteknum geroum. En atli pad sé haegt ad leida Ut almenna reglu um hve margir
tviundastrengir af lengd n innihalda (eda innihalda ekki) streng s, par sem s er einhver
handahofskennd runa af tdknunum 0 og 1 og L(s) < n?
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V. Heesta og laegsta gildi F(n, s) fyrir gefin gildi 4 n og L(s)

[ sonnuninni 4 setningu 5 voru par forsendur ad n < 2-L(s) og s geti ekki skarast vid sjalfan
sig adeins notadar til ad syna fram 4 ad ekkert stak geti tilheyrt meira en einu af mengjunum
M,, M,.1, ... My. OlI pessi mengi hafa sému fjoldatdlu, nefnilega 2"'k, par sem k = L(s), svo
fremi k < n. Med 60rum ordum eru til, fyrir sérhverja t6lu 1 (par sem k < i < n) ok
mismunandi strengir af lengd n sem hafa gefinn streng, s, af lengd k 1 setum i-k+1 til i.
Mengi pessara strengja kallast hér M;. Mengi allra tviundastrengja af lengd n sem innihalda s
er sammengi allra mengjanna M, My, ... My. Fj6ldatala pessa sammengis getur aldrei verid
meira en summan af fjoldatélum mengjanna M,, M, ... M. Vid getum pvi stadheaeft
eftirfarandi setningu:

Setning 5:  Ef s er einhver tviundastrengur og L(s) <npder F(n,s) <(n-k + 1)-2“’1‘.

bessi setning segir hvad strengur af tiltekinni lengd, k, getur i mesta lagi komid fyrir i
morgum strengjum af lengd n. En hvad med nedri morkin. Er einhver regla til um hvad
strengur af lengd k kemur ad minnsta kosti fyrir i mérgum strengjum af lengd n?

bar sem mengin M;, M, ... Mg eru jafnstér fyrir alla strengi af lengd k koma allir
strengir af lengd k jafnoft fyrir ef skrifadir eru upp allir strengir af lengd n par sem n > k. Ef
L(s1) = L(s2) og F(n, s1) > F(n, s») pa kemur s; fyrir 1 fleiri strengjum af lengd n og par med
ad medaltali sjaldnar 1 hverjum.

beir strengir sem geta skarast vio sjalfa sig & flesta vegu, og eiga pess pvi flesta kosti ad
koma oft fyrir i sama streng, eru strengir a4 forminu kx0 og kx1. Ef s er 4 pessu formi er
fjoldatala snidmengis hverra tveggja mengja M; og M;(par sem k <i<nogk <j<n)eins ha
og verid getur. Fjoldatala sammengisins M = M,, U M,,.; U ...U My er pvi 1 lagmarki (fyrir
gefin gildi 4 n og k) pegar s er a forminu kx0 eda kx1. Pvi hlytur ad gilda:

Setning 6:  Ef L(s) <n paer F(n, s) > F(n, L(s)x1).

Par sem F(n, L(s)x1) = 2" - E(n, kx1), m.v. ad k = L(s), er hagt ad nota setningu 3 til ad
reikna F(n, L(s)x1).
Séu setningar 5 og 6 dregnar saman fast 6jathan:

Setning 7:  Ef L(s) <npaer F(n, L(s)x1) <F(n,s) <(n-k+ 1)-2"*

Sem demi ma taka ad ef n= 90 og k= 30 pa segir setning 7 ad F(n, s) sé¢ 4 milli
3.458.764.513.820.540.000 ~ 3,46-10" og 35.740.566.642.812.300.000 ~ 3,57-10". betta er
milli 0,0000002794% og 0,0000028871% af fjolda allra tviundastrengja af lengd 90.

*

betta greinarkorn geti sem best endad hér en mig langar samt ad beta vid dalitlu um
sambandid milli tviundastrengja og tolustafa pegar notadar eru grunntélur sem eru heil veldi
af 2 eins og t.d. 8 eda 16.

VL. Strengir af lengd Kk og talnakerfi med grunntéluna 2~

Ef tviundastrengur af lengd n = k-m er tulkadur sem heiltala ritud i tviundakerfi er audvelt ad
umrita hann sem t6lu sem ritud er med m stéfum i talnakerfi med grunntéluna 2", Til demis
samsvarar hver einn tolustafur i tolu sem ritud er med satisrithatti og grunntdlunni 8 alltaf
prem télustéfum ef talan er ritud med grunntdlunni 2 pvi 8 = 2°. Taflan 4 nzestu bladsidu synir
hvernig tviundastrengir af lengd 3 samsvara t6lustéfunum sem notadir eru ef grunntalan er 8
og hvernig tviundastrengir af lengd 4 samsvara t6lustofunum sem notadir eru ef grunntalan er
16. (Hér eru tolurnar sem eru herri en 9 og rita parf med einum télustaf ef grunntalan er 16
ritadir med bokstofunum A, B, C, D, E, F eins og venja er.)
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tolustafir

priggja tlustafir | fjogurra | ef grunn- Tokum demi: Notum tofluna til ad um-
bita ef grunn- | bita tala er rita tviundastrenginn 101001111011, i talna-
strengir tala er atta | strengir sextan kerfi med grunntéluna 8 = 23' Fyrst skiptum
88(1) (1) 888(1) (1) vi0 strengnum i priggja bita hluta, svona:
010 2 0010 2 101 001 111 011,
(1)(1)(1) i 8(1)(1)(1) i sidan skiptum vid a hverjum priggja bita
101 5 0101 5 hluta og samsvarandi tolustaf, svona:
110 6 0110 6 517 3.
111 7 0111 7
1000 8 Af toflunni ma semsagt rada ad
1001 9 101001111011, = 51735. Med somu adferd
1010 A feest ad 101001111011, = 1010 0111 1011,
1011 B = A7Bys.
1100 C 1
1101 D Almennt gildir ad ef grunntala talnakerfis er
1110 E g ba eru til g" mismunandi télur sem rita ma
1111 F med m tolustofum. 1 talnakerfi med grunntol-

una 10 eru t.d. til 10° = 1000 mismunandi
priggja stafa tolur (000, 001, 002, ... 999). Einnig gildir almennt ad ef grunntala er g og a er
einn af télustofnunum (0 < a < g) pa eru til (g - 1)™ mismunandi tolur sem rita ma med m
tolustofum an pess ad nota tolustafinn a. Af pessu og pvi sem sagt er um umritun talna tr
tviundakerfi i talnakerfi med grunntdlu 2" leidir eftirfarandi setningu:

Setning 8:  Ef's er tviundastrengur, k = L(s), n = k-m og g = 2" pé eru til:
i) (g - 1)™ mismunandi tviundastrengir af lengd n par sem s kemur ekki fyrir
med peim hetti ad hann hefjist i einu af setunum numer 1, k+1, 2k+1, ...
(m-1)k+1."
i) g"-(g-1)"=2"-(g-1)" mismunandi tviundastrengir af lengd n par sem s
kemur fyrir med peim hetti ad hann hefjist i einu af setunum namer 1, k+1,
2k+1, ... (m-1)k+1.

Af setningu 8-1) leidir:

Setning9:  EfL(s)=k,n=kmpéaerF(n,s)>2"-(2"- )"

Séu setningar 5 og 9 dregnar saman faest:

Setning 10: EfL(s)=k, n=kmbpéaer2"-(2"- )™ <F(n,s) < (n-k+ 1)2"*

Heldur audveldara er ad nota pessa 0j0fnu en ¢jofnuna i setningu 7 pvi pad er minni fyrirh6tn
ad reikna 2" - (2 - 1)™ heldur en F(n, L(s)x1). bessi 6jafna klemmir gildid p6 ekki af 4 eins
prongu bili og hlytur af peim sokum ad teljast heldur 6merkilegri.

*

Strengur, s, af lengd k getur komid fyrir sem hluti af streng, t, par sem L(t) = k-m, pannig a0 s
byrji i einu af s&etunum namer 1, k+1, 2k+1, ... (m-1)k+1 og ba kemur télustafurinn fyrir s,
(m.v. ad g = 2") fyrir i t,. En s getur komid fyrir sem hluti af't 4 fleiri vegu:

s getur byrjad i einu af setunum nimer k, 2k, ... (m-1)k og pa kemur tolustafurinn fyrir s,
fyriri (t div 2), pvi t div 2 er strengurinn sem fast med pvi a0 taka aftasta bitann af't.

" Midad er vid ad fyrsti stafur i streng (sem er lengst til vinstri i honum) sé namer 1.
™ div taknar heiltoludeilingu. T.d. er 17 div 3 = 5.
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s getur byrjad i einu af setunum namer k-1, 2k-1, ... (m-1)k-1 og pa kemur télustafurinn fyrir
sg fyrir 1 (t div 22)g pvi t div 22 er strengurinn sem faest med pvi ad taka 2 6ftustu bitana af t.

s getur byrjad i einu af setunum namer k-2, 2k-2, ... (m-1)k-2 og pa kemur télustafurinn fyrir
sg fyrir 1 (t div 23)g pvi t div 2° er strengurinn sem faest med pvi ad taka 3 dftustu bitana af t).

Svona er hagt ad halda afram ad telja par til komid er ad setum numer 2, k+2, 2k+2 ...
(m-2)k+2.

Dami: Ef L(s) = 4 og s kemur fyrir i t = 1010010010111011 pa er s undirstrikad i a.m.k.
einni af linunum hér ad nedan:

1010010010111011

1010010010111011 (Ath.tdiv2=10100100101 1101)
101001001011101 1 (Ath. tdiv2*=1010010010 1110)
101001001011101 1 (Ath. tdiv2®=tdiv2"“'=1010010010111).

Pad blasir nu vid ad ef L(s) = k og L(t) = n = k-m og s kemur fyrir i t pa kemur tolustafurinn
s (M.v. ad g = 2%) fyrir i einni af tolunum tg, (t div 2)g, (t div 2, ... (t div 2*"),. Leidingin
gildir ekki i hina attina pvi tolustafurinn s, getur komid fyrir i (t div 2"), 4n pess ad s komi
fyrir 1 t. Petta er vegna pess ad ef s hefst 4 0 getur tolustafurinn s, verid fyrsti stafur i (t div
2), an pess s komi fyrir i t. Deemi: Ef s = 011 = 35 og t = 11001111 = 3175 pa kemur
tolustafurinn s, (par sem g = 8) fyrir i 11001111, 4n pess ad s komi fyrir i t. Petta getur ekki
gerst ef's hefst 4 1.
Roksemdafaerslan hér af ofan stadfestir eftirfarandi setningu:

Setning 11:  Ef's og t eru tviundastrengir, L(s) = k, L(t) = n = k-m, s byrjar a 1 og g = 2" pa
kemur s fyrir sem hluti af t b4 og pvi adeins ad tolustafurinn s, komi fyrir i
a.m.k. einni af tolunum ty, (t div 2)g, (t div 2%)g, ... (t div 2",



